Moufang-loops und hurwitzsche ternärkörper  by Strambach, Karl
MATHEMATICS 
MOUPANG-LOOPS UND HURWITZSCHE TERNARKORPER 
KARL STRAMBACH 
Herrn Professor Dr. Hans Freudenthal zunz 70. Geburtetag am. 
17. September 1975 in Dankbarkeit gewio3met 
(Communicated by Prof. W. T. VAN EST at the meeting of December 21, 1974) 
0 0. EINLEITUNG 
In Plaumann-Strambach wurde die Existenz lokal kompakter zu- 
sammenhiingender nichtdesarguesscher Ebenen, die keine Translations- 
ebenen sind, in jeder der vier zuliissigen Dimensionen dadurch nach- 
gewiesen, daB man dort planare Doppelloops, sogenannte Hurwitzsche 
Terniirkorper konstruierte, die zu @z” mit n = 1, 2, 3 homijomorph und 
keine Quasikiirper sind. Unter einem Hurwitzschen Ternarkorper versteht 
man insbesondere eine solche planare lokal kompakte zusammenhiingende 
Doppelloop (vgl. PICKERT 3.4), deren additive Loop eine Gruppe und 
deren multiplikative Loop zur multiplikativen Loop einer der vier klas- 
sischen Hurwitzschen Algebren isomorph ist. Diese Definition eines 
Hurwitzschen Ternarkijrpers ist jedoch von asthetischen Standpunkt 
mangelhaft, da sie nicht nur allgemeine algebraisch-topologische Begriffe, 
sondern vier Exemplare konkreter Loops verwendet. Es ist das Ziel dieser 
Note, eine befriedigendere Definition eines Hurwitzschen Ternarkorpers 
zu geben. Sie ergibt sich aus dem folgenden Satz: 
Es sei K die multiplikative Loop einer lokal euklidischen planuren Doppel- 
loop. 1st K eine zusammenh&ngende reel1 analytische (oder unendlich oft 
diflerenzierbare) Moufang-Loop, so gibt es fiir K genuu eine der folgenden 
Mcglichkeiten : 
(a) die multiplikrative Gruppe der komplexen Zahlen 
(b) die multiplikative Gruppe der Quuternionen 
(c) die multiplikative Loop 0 der klassischen Oktaven 
Aus dieser Aussage ergibt sich nun sofort eine Charakterisierung der 
Hurwitzschen Ternarkorper, die such zu deren bequemeren Definition 
verwendet werden kann. 
Es sei K die multiplikative Loop einer lokal euklidischen topologischen 
planaren Doppelloop D, deren additive Loop eine Gruppe ist. Dann ist 
D genau dann ein Hurwitzscher Terniirkorper, wenn K eine analytische 
(oder unendlich oft differenzierbare) Moufang-Loop ist. 
Urn die eben erwiihnten Siitze beweisen zu konnen, werden wir zuniichst 
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reel1 analytische (bzw. unendlich oft differenzierbare) Loops studieren, 
die entweder zwei Enden haben oder kompakt sind. Insbesondere die 
Struktur der zusammenhangenden diassoziativen Loops mit zwei Enden 
la& sich mit Hilfe Freudenthalscher und Malcevscher Ergebnisse restlos 
aufklaren: In Verallgemeinerung eines von Freudenthal fur Gruppen be- 
wiesenen Sachverhalts kijnnen wir zeigen, da13 jede reel1 analytische (oder 
unendlich oft differenzierbare) zusammenhtingende diassoziative Loop mit 
zwei Enden direktes Produkt der eindimensionalen Vektorgruppe mit 
einer kompakten zusammenhangenden (unendlich oft differenzierbaren) 
diassoziativen Loop ist. Kompakte zusammenhangende analytische (oder 
unendlich oft differenzierbare) diassoziative Loops L, die keine Gruppen 
sind, treten ziemlich selten auf, denn jede solche Loop L ist bereits dann 
eine Liegruppe, wenn sie eine abgeschlossene normale Untergruppe N 
besitzt, so da13 L/N ebenfalls eine Gruppe ist. Wir zeigen sogar, daB eine 
kompakte analytische (unendlich oft differenzierbare) Moufang-Loop, die 
keine Gruppe ist, stets so beschaffen sein mul3, da6 eines ihrer epimorphen 
Bilder eine der beiden aus der Existenz der klassischen Oktaven sich 
ergebenden Moufang-Loops als Unterloop besitzt. Alle in dieser Note 
bewiesenen Satze iiber analytische diassoziative oder Moufangsche Loops 
gelten nach Hudson such fur diassoziative lokal euklidische topologische 
Loops, die eine rechtsinvariante und eine linksinvariante Uniformitat 
zulassen (denn diese sind ja Liesch). 
Definitionen, Bezeichnungen und grundlegende Tatsachen 
Unter einer Loop verstehen wir stets eine Quasigruppe mit Eins ; sind 
die Elemente einer Loop L zugleich Punkte eines topologischen Raumes 
und ist sowohl die Multiplikation als such das Auflosen von Gleichungen 
‘eweils in beiden Variablen simultan) stetig, so sprechen wir von einer 
kpologischen Loop. Eine analytische (unendlich oft differenzierbare) 
Loop ist eine solche topologische Loop, deren Elemente einer topologischen 
(separablen) Mannigfaltigkeit entstammen und deren Multiplikation sowie 
das Auflijsen von Gleichungen reel1 analytisch (unendlich oft differen- 
zierbar) ist. 
Eine Loop L hei& potenzassoziativ, wenn jede von einem Element 
erzeugte (im Falle einer topologischen Loop topologisch erzeugte) Unter- 
loop eine Gruppe ist; L nennt man diassoziativ, wenn jede von zwei 
beliebigen Elementen erzeugte Unterloop eine Gruppe ist. Gilt fur be- 
liebige Elemente 5, y, z einer Loop L stets (xy)(zx) = [x(yx)]x, so ist L eine 
Moufang-Loop. Es ist wohlbekannt, da13 jede Moufang-Loop diassoziativ 
ist (BRUCK S. 117). 
Die von der Theorie der Liegruppen her vertrauten Beziehungen 
zwischen Liegruppen und Liealgebren sind, wie Malcev gezeigt, weitgehend 
auf reel1 analytische (bzw. sogar auf unendlich oft differenzierbare - dazu 
vgl. man such SAGLE [I9651 und PONTRJAGIN [1958], Kap. X, insbesondere 
Th. 87) diassoziative oder Moufangsche Loops iibertragbar. Die Tangential- 
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algebra einer diassoziativen analytischen (oder unendlich oft differenzier- 
baren) Loop ist eine bin%re Liealgebra, d.h. eine nichtassoziative Algebra, 
in der je zwei Elemente eine Lieunteralgebra erzeugen. Die Tangential- 
algebra einer analytischen (unendlich oft differenzierbaren) Moufang-Loop 
L ist eine Malcev-Algebra, d.h. eine nichtassoziative antikommutative 
Algebra, in der je drei Elemente F, g, 8 der Beziehung 
geniigen, die als eine abgeschwgchte Jacobi-Identitiit angesehen werden 
kann. Zwei analytische (unendlich oft differenzierbare) diassoziative bzw. 
Moufangsche Loops sind genau dann lokal isomorph, wenn sie isomorphe 
bin5ire Liealgebren bzw. Malcev-Algebren heben (Malcev). Jede reel1 ana- 
lytische (unendlich oft differenzierbare) zusammenhgngende diassoziative 
(und somit such Moufangsche) abelsche Loop ist eine abelsche Liegruppe, 
denn die zugehijrige abelsche biniire Liealgebra ist eine Liealgebra. Den 
Begriff einer normalen Unterloop verwenden wir konform zu BRUCK 
(S. 60), unter dem Zentrum einer Loop L verstehen wir (im Unterschied 
zu Bruck) zundchst nur die Menge 8 der mit jedem Element von L 
vertauschbaren Elemente ; fiir diassoziative oder Moufangsche analytische 
(differenzierbare) Loops wird man aber vielfach zeigen kiinnen, da13 8 
eine normale Untergruppe von L ist. Die Loops werden meistens mit 
grofien, ihre Elemente mit kleinen lateinischen Buchsteben bezeichnet ; 
die Tangentialalgebren werden durch grofie, ihre Elementen durch kleine 
deutsche Buchstaben benannt und das Produkt von a and b in einer 
Tangentialalgebra schreiben wir meistens als [a, b]. Mit g bezeichnen 
wir oft den topologischen AbschluB der Teilmenge dl eines topologischen 
Raumes, durch z wird die Isomorphie, durch m die Homijomorphie 
kenntlich gemacht. 
$ 1. ZUSAMMENHANGENDE ANALYTISCHE DIASSOZIATIVE LOOPS MIT ZWEI 
ENDEN 
DEFINITION 1.1 Eine lokal kompakte ZusammenhBngende potenz- 
assoziative Loop G (die das zweite Abziihlbarkeitsaxiom erfiille) besitzt 
zwei Enden, wenn sie durch Hinzufiigung zweier verschiedener nicht- 
isolierter Punkte kompaktifiziert werden kann. 
1st die zusammenh5ngende lokal kompakte Loop G mit zwei Enden 
sogar eine Gruppe, so wissen wir nach Freudenthal, da13 G direktes 
Produkt einer kompakten Gruppe mit der eindimensionden Vektorgruppe 
R ist. Als Vorl&ufer der Freudenthalschen Arbeit ist eine Note von Zippin 
anzusehen, in der mit einfachen topologisohen Mitteln eine schwgchere 
Aussage iiber lokal kompakte Gruppen mit zwei Enden bewiesen wird, 
die aber deshalb such noch heute von Bedeutung ist, weil grol3e Teile des 
Zippinschen Beweisen such fur potenzassoziative (und daher urn so mehr 
fur diassoziative) Loops funktionieren. Ftir unseren Zweck brauchen wir 
293 
die folgenden Aussagen, die fast wortwiirtlich wie bei Zippin (Abschnitte 
1, 2, 3) bewiesen werden konnen. 
BEMERKUNG 1.2 Es sei G eine zusammenhdngende lohd kompakte 
potenzussoziative Loop mit zwei Enden eR und eL ; die Kompaktijkierung 
von G sei G*. Die Menge derjenigen Elemente von G, die (topologisch) eine 
lcompakte Untergruppe von G erzeugen, sei mit C bezeichnet, die Menge 
derjenigen Elemente r, fiir welche rn z eR gilt, heibe R, die Menge der 
Elemente s mit sn cm+ eL sei L. Dunn gilt 
a) G=GvRuL. 
b) Ist (gn)nPN eine Folge von Elementen g,EG mit gn n,-+ eR, so liegen fast 
alle Glieder der Folge (dh. bis auf endlich viele Ausnahmen) in R. 
c) Es gibt eine oflene Merge o* C G *, die eR enthidt, so dab au..9 g E o* n G 
sogar g E R folgt. 
d) Ist g ein Element van G und liegt irgendwelche Potenz von g in R, so 
gilt bereits g E R. 
e) Die Mengen R und R v eR sind oflen. 
f) Die Identitiit 1 von G ist Limespunkt von Elementen aus R. 
Aufier diesen Aussagen sei noch formuliert der folgende triviale 
HILF~~ATZ 1.3 Es sei T eine abgeschlossene nichtkompakte Unterloop 
einer lokul kompakten zusammen?u%genden potenzassoxiativen Loop G mit 
zwei Enden. Dunn hut T selbst zwei Enden. 
BEWEIS Die beiden Punkte, mit deren Hilfe G kompaktifiziert werden 
kann, seien mit eR bzw. eL bezeichnet. Es gibt in T eine Folge von 
Elementen gn, so da0 etwa gn z es gilt. Dann ist lim g;’ = eL. Ware 
namlich g;l ~2 e& so existierte eine Umgebung V von es, die die 1 von G 
(und von T) nicht enthielte. Wegen der Stetigkeit der Multiplikation 
existierte dann eine Umgebung W C V von es, so da13 W. W C V g&lte 
(dabei sei es. es = eR). Fur hinreichend groaes n ware sowohl gn ah such 
g;’ in W enthalten; dann lige aber g;lVgn=g;‘-g,=l E W.WC V im 
Widerspruch zu 1 4 V. 
Fur den Beweis des nachsten Satzes beniitigen wir noch den 
HILFSSATZ 1.4 Es sei G eine lokal kompakte zusammenhlingende potenz- 
assoziative Loop mit zwei Enden und S eine xur additiven Gruppe @ der 
reellen Zahlen isomorphe abgeschlossene normale Untergruppe von G. Dunn 
ist der Faktorraum G/S kompakt. 
BEWEIS (nach ZIPPIN, Abschnitt 5). Es sei (wiederum) C die Menge 
derjenigen Elemente von G, die jeweils eine kompakte monothetische 
Untergruppe von G erzeugen. AuBerdem sei fur g E G mit C, die Menge 
C n gS bezeichnet. C, ist wegen 1.3(a) und 1.3(e) abgeschlossen. 
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Es sei nun g der Limes einer Folge (gn)ncN mit gn E C. Wir betrachten 
die zugeordneten Mengen Cgn = C n gnS. 1st k, E C,,, so gilt k, = g,tn mit 
tn E S und gn E C. Da C kompakt ist und k, E C gilt, ist die Menge der 
tn relativ kompakt. Folglich bilden die Mengen C, eine obere halbstetige 
Zerlegung von C (Whyburn S. 123), und nach Whyburn Th. 3.4, S. 126, 
existiert ein kompakter Raum C* = d(C), d er stetiges Bild von C beziiglich 
4 ist, so da13 fur jedes c* E C* die Menge @l(c*) einem C, = C A gS gleich 
ist. Da die Kompaktifizierung jeder Nebenklasse gS ein die beiden Enden 
von G miteinander verbindender Bogen ist, der nach Zippin (3.1), S. 312, 
die Menge C trifft, entspricht jedem Punkt von C* genau eine Neben- 
klasse gS, und G/S m C* ist kompakt. 
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun das Hauptergebnis dieses 
Abschnitts zeigen. 
SATZ 1.5 Jede zusammenhiingende (reell) analytische (oder unendlich oft 
diflerenzierbare) diassoziative Loop G mit xwei Enden ist isomorph zum 
direkten Produkt der eilzdimensionalen Vektorgruppe I3 mit einer kompakten 
zusammentingenden diassoziativen Loop T. 
BEWEIS Die Tangentialalgebra (8 von G ist nach Malcev eine binare 
Liealgebra, d.h., jede von zwei Elementen von @ erzeugte Unteralgebra 
ist eine Liealgebra. Die Exponentialabbildung vermittelt einen HomBo- 
morphismus zwischen einer Nullumgebung von @ und einer zusammen- 
hiingenden Umgebung V der Eins in G (vgl. MALCEV) ; die Menge V wird 
daher tiberdeckt von Einparameteruntergruppen von G. Naoh (b) der 
Bemerkung 1.2 gibt es dann also eine Einparameteruntergruppe A von G, 
in der Elemente g mit <g> s Z liegen. Der topologische AbschluB 2 von 
A? der eine abelsche analytische Gruppe ist, enthilt folglich eine in G 
abgeschlossene zu @ isomorphe Untergruppe S; die S zugehorende ein- 
dimensionale Unteralgebra von @ sei mit e bezeichnet. Lage e nicht 
im Zentrum von 65, so existierte eindimensionale Unteralgebra % von @ 
fiir die [!8, G]# 0 ware. Die von 9 und (% erzeugte Unteralgebra von ($5 
ist eine Liealgebra und die ihr entsprechende analytische Unterloop U 
eine Gruppe ; der topologische AbschluB 0 von U ist dann ebenfalls eine 
Gruppe, die nach 1.4 zwei Enden besitzt. c ware daher nach Freudenthal 
das direkte Produkt von S mit einer kompakten zusammenhangenden 
Liegruppe; dann lage aber G im Zentrum der Liealgebra lI von 8, was 
[!8, G]# 0 und e C U widersprache. 
Also liegt S im Zentrum von G und ist eine normale Untergruppe von 
G; die Algebra e ist ein Ideal von (8. Auch die binare Liealgebra [@, ($51 
ist ein Ideal der bintiren Liealgebra 65. 
Angenommen, es gilte [aI, @] n e f 0 ; dann g&be es in 8 zwei Elemente 
a, b mit [a, b] f 0, aber [a, b] E 6 Es sei 8 die von a und b erzeugte 
Lieunteralgebra von @ und H die zugehiirige analytische Untergruppe. 
Da G C @ gilt, ist die topologische AbschlieBung & von H eine zusam- 
menhangende Gruppe mit zwei Enden. 
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Nach Freudenthal ist dann aber n = S x V mit einer kompakten Gruppe 
I’, und der Kommutator zweier Elemente von fl (und somit such von H) 
liegt nur dann in S, wenn er bereits 1 ist. Daher ist insbesondere 
[@, @I] n @? = 0. Es sei 9X ein solches Komplement von G im Vektorraum 
%, welches das Ideal [@iI, (351 enthalt; dann ist FJJE eine Unteralgebra von 
8, denn es folgt [9.X, 821 C [@, 81 c r332. D a er ist @ direktes Produkt h 
von e mit einer binaren Liealgebra ‘!&. 
Zu der binaren Liealgebra ‘9.X. existiert eine (reell) analytische zusam- 
menhangende diassoziative Loop 1M, deren binare Liealgebra gerade ‘%JE 
ist (SABLE [1965]) ; wegen HOFMANN [1958] 8 6 gibt es sogar eine einfach 
zusammenhangende solche Loop M. 
Die Loop G ist nun nach Malcev, Satz 2, lokal isomorph zum direkten 
Produkt der additiven Gruppe 33 der reellen Zahlen mit der Loop M. 
Da fi x M einfach zusammenhangend ist, existiert vielmehr ein Epimor- 
phismus p: ‘$3 x M --f G, so da13 sein Kern eine diskrete zentrale Unter- 
gruppe von H x M ist und &$Q = S gilt. Daher kommutieren und asso- 
ziieren die Elemente von S mit allen Elementen von G. 
Wir mochten zeigen, da13 die Menge C derjenigen Elemente, die kom- 
pakte monothetische Untergruppen von G erzeugen, eine diassoziative 
Loop bildet, d.h., da13 das Produkt zweier Elemente a, b E C wiederum 
zu C gehort. Es sei 4 die von a und b (topologisch) erzeugte (abgeschlos- 
sene) Untergruppe. Da die Elemente von S mit allen Elementen von G 
sowohl assoziieren als such kommutieren, ist die von S und 4 (topologisch) 
erzeugte Unterloop X von G eine Gruppe. z/S ist eine abgeschlossene 
Untergruppe der kompakten (vgl. 1.4) Loop G/S, also kompakt. Daher 
ist ,X eine zentrale Erweiterung von ‘R durch eine kompakte Gruppe, 
nach Hofmann-Mostert also direktes Produkt von S mit einer kompakten 
Gruppe K. Jedes Element von ,X:, das eine kompakte monothetische 
Untergruppe erzeugt, gehijrt zu K, und alle aul3erhalb von K liegenden 
Elemente erzeugen (such topologisch nur) zu Z isomorphe diskrete Unter- 
gruppen van 2. Daher gehort mit a und b such ab zu K, und die Menge 
derjenigen Elemente von G, die kompakte monothetische Untergruppen 
erzeugen, ist eine kompakte Loop C. 
In 1.4 haben wir gesehen, da13 die Kompaktifizierung jeder Neben- 
klasse gS mit g E G ein Bogen ist, der die beiden Enden von G miteinander 
verbindet und daher mindestens ein Element aus C enthalt. Lagen in gS 
zwei verschiedene Elemente cl und c2 aus C, so gehorte das Element 
c;1c2=(s;1g-1)(gs2)=s;1s2# 1 mit 82 E S, 
(weil S mit allen Elementen von G kommutiert und assoziiert) zu S, 
und C ware keine Loop. Also gilt IgS n Cl = 1 fiir jedes g E G und G/S w C. 
Dann ist aber G z S x C, womit die Behauptung gezeigt ist. 
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$ 2. KOMPAKTE DIASSOZIATIVE UND MOUFANGSCHE LOOPS 
HILFSSATZ 2.1 Es sei L eine zusammenh&ngencle kompakte analytische 
(oder unendlich oft di#erenzierbare) diassoziative Loop, die eine norm&e 
zusammenhlingende (abgeschlossene) abelsche Untergruppe N besitzt, so dap 
die Faktorloop L/N abelsch ist. Dunn ist L eine abelsche Liegruppe. 
BEWEIS Es sei 2 die zu L gehiirige binare Liealgebra und ‘Jz das N 
entsprechende Ideal. Ware L keine abelsche Liegruppe, so g&be es in 2 
zwei nicht vertauschbare Elemente a und b. Da g/‘% eine abelsche Lie- 
algebra ist, liegt [a, b] # 0 in ‘9. Die von a und b erzeugte Lieunteralgebra 
2 ist auflosbar, denn sowohl % n X! als such die Faktoralgebra %/(‘% n 2) g 
- !CX/% ist abelsch. 1st C der topologische AbschluB der zu 2 gehorenden 
zalytischen Untergruppe, so ist C eine zusammenhangende kompakte 
Liegruppe, und alle auflijsbaren Unteralgebren der Liealgebra von C, also 
insbesondere X?, sind abelsch. 
Eine (nichtassoziative) Algebra A nennt man auflosbar, wenn die durch 
A = AO, Ak+r = (Ak). (Ak) definierte Kette von Unteralgebren abbricht, d.h., 
wenn eine natiirliche Zahl n mit An= 0 existiert. Es ist klar, da13 Al+1 
ein Ideal von Aj ist, denn es gilt A3 .Aj+l C AI. AI = Al+1 (vgl. etwa SAGLE 
[I9611 S. 433). Eine analytische (oder, was ebenfalls ausreicht, unendlich 
oft differenzierbare) diassoziative Loop wollen wir auf&bar nennen, wenn 
ihre bin&e Liealgebra auf&bar ist. 
SATZ 2.2 Eine au$?&bare kompakte zusammenhangende analytische 
(oder unendlich oft diflerenzierbare) diassoziative Loop ist eine kompakte 
abelsche Liegruppe. 
BEWEIS Fur die binilre Liealgebra 2 von L existiert eine natiirliche 
Zahl n 2 1, so da13 5P = (P-1). (!@--I) = 0 gilt. Daher ist P-1 abelsch, und 
die biniire Liealgebra P-2 enthalt ein abelsches Ideal gn-1, so da13 die 
Faktoralgebra P-s/P-i abelsch ist. Es sei 0-i der topologische Ab- 
schlul3 der zu P-1 gehiirigen analytischen Gruppe, 0-s der topologische 
AbschluB der zu P-s gehorenden Gruppe. C+-1 ist eine kompakte abelsche 
Liegruppe, denn sie ist die topologische Abschliel3ung einer abelschen 
Gruppe. Nach 2.1 ist dann aber gfi-2 eine abelsche Liealgebra, und der 
Rest folgt durch Iteration. 
LEMMA 2.3 Es sei L eine kompalte zusammenhkingende analytische (oder 
unendlich oft diflerenzierbare) diassoziative Loop, die eine (abgeschlossene) 
a@%bare normale Untergruppe N enthalt, so dap L/N eine Gruppe ist. 
Dunn ist such L eine Liegruppe. 
BEWEIS Die Gruppe N ist sogar abelsch. Die Urbilder eindimensionaler, 
zu SO2 isomorpher Untsrgruppen von L/N beziiglich des Epimorphismus 
8: L + L/N sind kompakte diassoziative Loops U, die zusammenhangend 
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(vgl. Hewitt-Ross 7.14) und aufliisbar sind (denn ist ll die bin&e Lie- 
algebra von U, so lieg’t U-U in der Liealgebra % von N). Nach 2.2 ist 
dann U ein n-dimensionaler Torus. 1st 2 die bin&e Liealgebra von L, 
so enthlilt der Annulator des Ideals % in $$ jede Liealgebra U. Da die 
Gesamtheit der Liealgebren l’l bereits die volle binke Liealgebra I! erzeugt 
(die zu SO2 isomorphen Untergruppen von L/N erzeugen diese Gruppe), 
liegt das Ideal ‘8 im Zentrum von 2, und jedes Element von N kommutiert 
und assoziiert mit jedem Element von L (denn die Jacobi-Identitiit gilt, 
sobald von den drei in ihr auftretenden Elementen von F$ ein zu ‘3 gehort). 
Auch die binare Liealgebra [g, 21 ist ein Ideal der binken Liealgebra 2. 
Angenommen, es gllte l-2, 5?] n ‘%? # 0 ; dann g&be es in 2 zwei Elemente 
a, b mit OZ [a, b] C ‘3. Es sei ,!$ die von a und b erzeugte Unteralgebra 
von 9 und H die zugehorige analytische Untergruppe. Die Liealgebra 
des topologischen Abschlusses I? von H, der eine zusammenhiingende 
kompakte Liegruppe ist, enthielte dann eine auflijsbare nichtabelsche 
Unteralgebra, was nicht mijglich ist. Daher gilt % n [2, i?]=O. 
Es sei w ein solches Komplement von % im Vektorraum 2, welches 
das Ideal [g, 21 enthtllt; dann ist XX eine Unteralgebra von 2, denn es 
ist [‘9J& 9JQ C [X?, 5Fj C ‘%?. Daher ist 2 direktes Produkt von % mit ‘!JJ& 
und die Liealgebra von L/N ist isomorph zu %. Da 2 eine Liealgebra ist, 
ist L eine Liegruppe. 
SATZ 2.4 Es sei L eine kompakte zusammenhdngende analytische (ocler 
unendlich oft differenzierbare) diassoziative Loop, die eine (abgeschlossene) 
normale Untergruppe N enth&, so dab die Faktorloop L/N eine CTruppe ist. 
Dunn ist L eine Liegruppe. 
BEWEIS Die Urbilder eindimensionaler, zu SO2 isomorpher Unter- 
gruppen von L/N (die ja bekanntlich L/N erzeugen) beziiglich des Epi- 
morphismus ,f3 : L -+ L/N sind kompakte zusammenhiingende (vgl. Hewitt- 
Ross 7.14) diassoziative Loops U. Die N entsprechende Liealgebra sei 
mit 92, die U entsprechende mit U bezeichnet. Gehijrt ein Element aus 
U\% zum Annulator von ‘%, so ist lI wegen dim U/g= 1 Produkt von 
‘Jt mit dem Zentrum 8 von U, und es gilt dim 8/(8 n ‘3) = 1. Da die 
Jacobi-Identitat fur alle Tripe1 von Elementen aus U erfiillt ist, in denen 
ein Element aus 8 vorkommt oder die aus Elementen von 9? bestehen, 
ist dann U eine Liealgebra. 
Ware nun lI keine Liealgebra, so existierte zu jedem Element b aus 
U\% in % ein Element a6 mit Of: [a,, b] E ‘3. 1st 8 die von ab und b 
erzeugte Lieunteralgebra von It, so gehijrte zu .!$ eine analytische Unter- 
gruppe H von U, deren topologischer Abschlul3 g eine kompakte zusam- 
menhangende Liegruppe w&e. Bezeichnet dann Q die Liealgebra von 8, 
so giilte dim Q/(@ n %)= 1, und B ware ein solches Produkt von fl n N 
mit einer zu SO2 isomorphen Untergruppe v, da13 F’ n (H n N) diskret 
ausfiele und V zum Zentrum von a gehijrte (HOFMABNN [1963], S. 44). 
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Die Elemente der eindimensionalen Liealgebra % von l’ lagen aber im 
Zentrum von 8 und aufierhalb von ‘%, woraus der Widerspruch, [%, 921 = 0 
folgte. Daher ist ll eine Liealgebra, fiir die U= ‘$ x %? gilt. Da die ein- 
dimensionalen Tori von L/N die Gruppe L/N erzeugen, erzeugt ‘% zu- 
sammen mit den eindimensionalen Algebren @ die binare Liealgebra 2 
der Loop L. Es sei !8 diejenige bin&e Lieunteralgebra von 2, die von 
den eindimensionalen Algebren 8 erzeugt wird ; jedes Element von %Q 
annuliert %!, weil man als Erzeugende des endlichdimensionalen Vektor- 
raums %3 erzeugende Vektoren der eindimensionalen Algebren 8 nehmen 
kann. Der Durchschnitt 5% n % ist dann eine abelsche Liealgebra. Zur 
biniiren Liealgebra %J gehort eine analytische diassoziative Loop W, die 
mit jedem Element von N kommutiert. 1st w der topologische AbschluD 
von W, so ist w eine solche kompakte diassoziative Loop, fiir die N n w 
eine abelsche Liegruppe ist; nach 2.3 ist dann w eine Liegruppe, die mit 
jedem Element der Liegruppe N vertauschbar und eine normale Unter- 
gruppe von L ist. Daher ist N A w eine kompakte normale abelsche 
Untergruppe von L, und L/(N n v) ist isomorph zum direkten Produkt 
der Liegruppen r/(N n w) und N/(N n w). Der Rest folgt nun wiederum 
nach 2.3. 
SATZ 2.5 Es sei L eine kompakte xusammenhtingende reel1 analytische 
(oder nur unendlich oft cliflerenzierbare) Moufang-Loop. Dunn ist L genau 
dann keine Liegruppe, wenn in einem epimorphen Bild von L eine Unterloop 
existiert, die xu einer der beiden folgenden Moufang-Loops isomorph ist: 
(a) Die Loop 0 aller Elemente der Norm 1 der klassischen Oktaven- 
Divisionsalgebra iiber den reellen Zahlen; 0 ist einfach zusanamen- 
hiingend und hut als einzige normale Unterloop das aus zwei verschie- 
denen Elementen bestehende Zentrum Z von 0. 
(b) Die einfache Faktorloop O/Z; ihre Fundamentalgruppe hat die Ord- 
nung 2. 
BEWEIS Da weder 0 noch O/Z Gruppen sind, ist das Hinreichen der 
Bedingung klar. Es sei umgekehrt L eine kompakte zusammenhlngende 
differenzierbare Moufang-Loop, die keine Gruppe ist. Da nach HOFMANN 
[1958] 4 6 die Uberlagerungstheorie such fur Loops arbeitet, gibt es zu 
L eine einfach zusammenhangende Moufangsche Uberlagerungsloop L. 
Wie fur Liegruppen (man vergleiche und kombiniere HOFMANN [I9621 
S. 77, 6.4-6.8, SAGLE [1965] und PONTRJAGIN [1957] S. 132-1133) kann 
man fur analytische (oder differenzierbare) Moufang-Loops beweisen, da13 
jede normale zusammenhiingende Unterloop einer einfach zusammen- 
hiingenden Moufang-Loop abgeschlossen ist. 
(A) Wir nehmen zunachst an, daB die Uberlagerungsloop i keine 
echte zusammenhangende normale Unterloop N # 1 besitzt. Dann hat L 
hijchstens eine diskrete normale Unterloop D, so da13 L*= L/D eine 
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(algebraisch) einfache Moufang-Loop ist. Zu L* gehort eine eindeutig 
bestimmte einfache reelle Malcev-Algebra L! (Malcev), die keine Liealgebra 
ist. Die komplexe Erweiterung (Tensorprodukt) & = 2 @,a von L! ist 
eine (iiber 4) zentral einfache Algebra und daher nach Kuzmin aufs 
engste mit der achtdimensionalen Cayley-Dickson-Algebra 0 iiber Q 
verkniipft : !$ @s 4 ist namlich isomorph zur Faktoralgebra der Kommu- 
tatoralgebra Of nach dem Ideal R =@a 1 in O+ ; dabei entsteht O+ aus 
0 dadurch, daB man als neue Multiplikation fiir a, b aus 0 das “Liesche” 
Produkt [a, b] = ab - ba nimmt. Die reelle Malcev-Algebra L! selbst hiingt 
dann mit einer achtdimensionalen Cayley-Dickson-Algebra 0 iiber den 
reellen Zahlen R zusammen: Sie ist wiederum isomorph zur Faktoralgebra 
der Kommutatoralgebra Q+ nach dem Ideal @ in O+, wobei Q+ aus 0 
durch die Einftihrung der Multiplikation [a, b] = ab - ba fiir a, b EQ 
entsteht. Uber den reellen Zahlen existieren genau zwei Isomorphietypen 
achtdimensionaler Cayley-Dickson-Algebren ; es sind entweder Divisions- 
algebren, oder sie enthalten vierdimensionale (beziiglich der Norm) isotrope 
Unterraume (vgl. etwa BRAUN-KOECHER S. 221). Ware die zu 2 gehijrige 
Cayley-Dickson-Algebra keine Divisionsalgebra, so ware die Loop L* 
nach Sagle S. 552 homiiomorph zu Ss x 6’3 xl@, wobei S3 die 3-Sphiire 
bedeutet. Dann ware aber L im Widerspruch zur Voraussetzung nicht 
kompakt. Daher ist die zu L* gehijrende Cayley-Dickson-Algebra die der 
klassischen Oktaven, und nach Paige S. 48 ist L daher isomorph zu der 
in (a) bzw. (b) angefiihrten Loop. 
(B) Die Uberlagerungsloop e der Moufang-Loop L habe zwar echte 
zusammenhangende normale Unterloops fi # 1, aber L selbst besitze keine 
echten abgeschlossenen zusammenhdngenden normalen Unterloops # 1. 
Dann ist die Menge rxJz der in L dichten zusammenhangenden echten 
normalen Unterloops # 1 nicht leer (denn es gehiirt zu ihr das Bild von 
fl beziiglich des Uberlagerungshomomorphismus q : z -+ L). Es sei M 
eine minimale Unterloop aus !JJ& d.h. eine solche in L dichte zusammen- 
hiingende normale Unterloop # 1, von deren echten analytischen (das ist 
den Unteralgebren der Tangentialalgebra von y-l(M) entsprechenden) 
normalen Unterloops # 1 von L keine in L dicht liegt. 
Die in t abgeschlossene normale Unterloop q-l(M) ist keine Gruppe, 
denn sonst ware mit M such a = L im Widerspruch zur Voraussetzung 
eine Gruppe. Be&Be v--l(M) eine echte zusammenhiingende normale 
Unterloop T # 1, so ware der topologische Abschlul3 y(T) des Bildes von 
T beziiglich der Uberlagerungsabbildung v eine abgeschlossene zusam- 
menhlngende normale Unterloop von &= L, die aber im Widerspruch 
zur Annahme nicht in L dicht lage, weil sie wegen der Minimalitiit von 
M nicht zu 9.X gehijren kann. Daher ist p-l(M)= M* eine zusammen- 
hangende lokal kompakte analytische (differenzierbare) Moufang-Loop, 
die keine echten zusammenhangenden normalen Unterloops # 1 besitzt 
und keine Gruppe ist. Daher ist die Tangentialalgebra $* von M* eine 
300 
reelle einfache Malcev-Algebra, die keine Liealgebra ist; nach Kuzmin 
folgt dann aber, da13 !i?* die Faktoralgebra der Kommutatoralgebra einer 
reellen Cayley-Dickson-Algebra 0 nach einem zu B isomorphen Ideal ist. 
Ware 0 nicht die klassische Divisionsalgebra, so ware M* (algebraisch) 
einfach und homijomorph zu Ss x 5s x ‘& wobei S’s die 3-Sphiire bedeutet 
(BRAUN-KOECHER S. 221 und SAGLE [1965] S. 552). Dann enthielte aber 
die einfach zusammenhangende Loop M* keine echten normalen Unter- 
loops # 1. Der Kern K der Uberlagerungsabbildung v : L -+ L ist in 
derjenigen normalen Untergruppe S von L enthalten, deren Elemente 
mit allen Elementen von L sowohl kommutieren als such assoziieren. 
S ist eine abgeschlossene Untergruppe von L, und es gilt M*K C M* x S. 
Da q(M*)= M in L dichtliegt, miil3te such die Loop M*K in 2 dicht- 
liegen, woraus f, s M* x S folgte. L=(M* xX)/K kijnnte dann selbst 
nicht kompakt sein, denn schon die abgeschlossene normale Unterloop 
(M* x K)/K E M*/(M* n K) z M* von L ware nicht kompakt. Daher 
ist 0 die klassische achtdimensionale Divisionsalgebra iiber ‘l$ und M* 
ist kompakt. Dann ist aber such M =g7(M*) kompakt, und es gilt 
M = iI!? = L, und L ist eine der beiden in (a) bzw. (b) auftretenden Loops. 
(C) Besitzt die kompakte Moufang-Loop L eine echte zusammen- 
hangende normale abgeschlossene Unterloop N# 1 so ist N oder L/N 
nach 2.4 keine Gruppe, weil L keine Gruppe ist. Fiir die Dimension von 
N und L/N (d.h. fiir die Dimension der zugehijrigen Malcev-Algebren) 
gilt dim N < dim L und dim L/N < dim L. 
Wir betrachten nun von den beiden kompakten zusammenhiingenden 
Loops L/N und N diejenige - wir wollen sie w nennen - die keine Gruppe 
ist. Hat W keine echten zusammenhiingenden abgesohlossenen normalen 
Unterloops, so ist die Behauptung auf die Falle (A) oder (B) zuriickgefiihrt 
und somit bewiesen. Gibt es dagegen in W eine abgeschlossene zusammen- 
hiingende echte normale Unterloop X von W, so ist wiederum X oder 
W/X keine Gruppe und sowohl X als auoh W/X haben eine kleinere 
Dimension als W. Da L endlichdimensional ist und jede abgeschlossene 
zusammenhiingende normale Unterloop eines epimorphen Bildes von L 
in L eine abgeschlossene zusammenhangende (vgl. HEWITT-ROSS 7.14) 
normale Unterloop als Urbild hat, ergibt sich die Behauptung durch 
Iteration des in (A), (B), (C) diskutierten Vorgehens. 
Die Loop 0 aller Elemente der Norm 1 in der klassischen Oktaven- 
algebra ist homiiomorph zur 7-Sphiire, daher einfach zusammenhangend. 
Die Faktorloop O/Z von 0 nach dem Zentrum 2 hat 0 als normale Uber- 
lagerung, und daher ist die Fundamentalgruppe ni(O/Z) von O/Z isomorph 
zu 2 (WOLF S. 38-40); folglich hat sie die Ordnung 2. 
Q 3. DER HAUPTSATZ 
SATZ 3.1 Es sei K die multiplikative Loop einer lokal euklidiechen 
planuren Doppelloop D. 1st K eine zusammenhtingende (reel.?) analytische 
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(oder unendlich oft diflerenzierbare) Moufang-Loop, so ist K isomorph zu 
einer der folgenden Strukturen : 
(a) die multiplikutive Gruppe der kwmplexen Zahlen 
(b) die mdtiplikative Gruppe der Quaternionen 
(c) die multiplikative Loop der klassischen Oktaven-Divisionsalgebra. 
BEWEIS Da die planare Doppelloop K lokal euklidisch ist, ist sie nach 
Salzmann 7.12 homiiomorph zu ‘l& @2,@4 oder as. Da K aus dem Raum 
D durch die Herausnahme des neutralen Elementes 0 der additiven Loop 
entsteht und jedes fin durch einen Punkt 00 kompaktifiziert werden kann, 
ist K eine analytische Moufang-Loop mit zwei verschiedenen Enden 
0 und 00. 
Ware D eindimensional, so ware K nicht zusammenhangend; daher isb 
K zwei-, vier- oder achtdimensional. Als eine unendlich oft differenzierbare 
zusammenhiingende Moufang-Loop mit zwei verschiedenen Enden ist K 
isomorph zum direkten Produkt von fi mit einer kompakten zusammen- 
hiingenden analytischen Moufang-Loop L (vgl. 3 1). 1st dim K=2, so 
gilt K=QxSOz w Ist dim K = 4 so~>$h md es trim (4 zu. 
w rc\“\{O} einfach zusammenhangend, und L ist 
als eine dreidimensionale kompakte zusammenhangende (reell) analytische 
(oder unendlich oft differenzierbare) Moufang-Loop eine Liegruppe (vgl. $2). 
Bezeichnet nl(S) die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes 8, 
so gilt 0 = nl(K) =nl(‘@ +x1(L) =nl(L), ‘und die einzige einfach zusam- 
menhiingende kompakte dreidimensional’e Liegruppe ist Spins (@). Somit 
trifft fur K der Fall (b) zu. 
1st K achtdimensional, so ist K w ns\(O} einfach zusammenhangend. 
Nach $ 1 ist K direktes Produkt einer zu B isomorphen Gruppe A mit 
einer siebendimensionalen kompakten (reell) analytischen (oder unendlich 
oft differenzierbaren) Moufang-Loop L. Fur die Fundamentalgruppen der 
Raume L, A und K gilt nl(K) = 0 = ~cl(A) + xi(L) = xl(L). Daher ist L nicht 
die siebendimensionale (algebraisch) einfache Moufang-Loop, die keine 
Gruppe ist (vgl. 2.5 (b)). W are L eine Gruppe, so diirfte sie nicht quasie- 
einfach sein, sondern miil3te ein positivdimensionales Radikal T haben, 
das ein Torus der Dimension n> 1 ware. Nach dem Struktursatz iiber 
kompakte zusammenhiingende Liegruppen (vgl. etwa HOFMANN [1963] 
S. 44) ist dann L Prod& von T und einer mit T vertauschbaren zusam- 
menhlingenden halbeinfachen Gruppe L’, die die Kommutatorgruppe von 
L ist. Dann ist aber L/L’ ein Torus positiver Dimension, und die Funda- 
mentalgruppe zl(L/L’) hat unendliche Ordnung. Dies widersprichb aber 
etwa Mostow, Cor. 1, S. 617, denn der Faktorraum einer einfach zu- 
sammenhiingenden Gruppe nach einer zusammenhiingenden Untergruppe 
ist einfach zusammenhiingend. 
KOROLLAR 3.2 Es sei K die multiplikative Loop einer lokal euklidischen 
topologischen planuren Doppelloop D, deren additive Loop eine Gruppe ist. 
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Dann ist D genau &man ein Hurwitzscher Tern&rk&per, wenn K eine (reell) 
analytische (oder unendlich oft diflerenzierbare) Moufang-Loop ist. 
BEWEIS DES KOROLLARS Da D lokal euklidisch ist, gilt D w Qs” mit 
n= 1, 2, 3. Der Raum der multiplikativen Loop K entsteht aus D durch 
Herausnahme eines Elementes, niimlich der “Null” der additiven Loop. 
1st dim K> 1, so ist K zusammenhangend, und die Behauptung folgt aus 
dem Satz 3.1. Gilt dim K = 1, so hat K zwei Zusammenhangskomponenten ; 
die Zusammenhangskomponente KO der Identitiit ist eine analytische 
Moufang-Loop und daher (denn ihre Malcev-Algebra ist abelsch) isomorph 
zu Xl. Die Faktor-Loop K/K0 ist die Gruppe der Ordnung 2; ist also (x 
ein Element aus K\Ko, so gilt 01s E Ko G @. Das Element (Y induziert auf 
Q einen inneren Automorphismus, also einen Homijomorphismus des 
Ternark8rpers D. Angenommen, 01 ware nicht Identitlit ; dann gilt xa = x-1. 
1st B =D u 00 die Einpunktkompaktifizierung von D, so gilt fur jede 
Folge xn mit lim,,, xn = 0 dann lim,,, xi’ = 00, was einen Widerspruch 
zu der Tatsache liefert, da0 jeder Homijomorphismus des kompaktifi- 
zierten Ternarkiirpers D u 00 sowohl 0 als such 00 festlafit. Es sei e 
dasjenige Element aus Ko, fur welches es = ~-2 gilt. Dann ist q eine 
Involution, die eine normale Untergruppe V von K der Ordnung 2 
erzeugt. Daher ist K = KO x V isomorph zur multiplikativen Gruppe der 
reellen Zahlen, und das Korollar ist vollstiindig bewiesen. 
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